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Relaxacao
Relaxacao Linear
Relaxacao Lagrangeana - Método de Subgradiente
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Branch and Bound
Planos de Corte
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.2 Técnicas de Resolucdo em Otimizacdo Combinatéria

Hipdteses de PL

Divisibilidade

Aditividade e Proporcionalidade

Certeza

Objetivo Unico
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.2 Técnicas de Resolucdo em Otimizacdo Combinatoria

Hip6teses de PL

Bivisibitidad
quantidades discretas ===>> MODELOS DISCRETOS
Aditividad P . lidad
descontinuidades MODELOS DISCRETOS
nao-linearidades PROGRAMAGAQ NAQ LINEAR
Certeza—
estimativas de ANALISE DE SENSIBILIDADE (WHAT-IF)
parametros ==—=>> 94 PARAMETRIZAGAO
PROGRAMAGAQ ESTOCASTICA
el - - I‘ .

multiplos objetivos ===> PROGRAMAGAQ MULTI-OBJETIVO
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Programacao Linear Inteira (PLI)

Um Problema de Programacao Linear Inteira (PLI) € um PL em que todas (PLI puro) ou

parte (PLI misto) das variaveis s6 podem assumir valores inteiros.
Varidveis inteiras - para representar quantidades indivisiveis

Varidveis binarias - para decisdes Sim/N&o - Programacao Binaria
Problemas de Otimizagdo Combinatéria - a solucao 6tima é um subconjunto de
um conjunto finito.

Problemas que poderiam ser resolvidos por enumeragao! Crescimento exponencial!

> Exemplos: Afetagao (n!); Mochila (27); Cobertura (27); Caixeiro Viajante (n — 1)!; etc.
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OTIMIZACAO COMBINATORIA

» Enumeragao -> sé se conseguem resolver instancias de pequenas dimensoes!

|0 dogn | o | o [ > |

10 3.32 3.16 10? 1.02x103 3.60x10°8
100 6.64 10.00 10* 1.27x10%° 9.33x10%7
1000 9.97 31.62 10° 1.07x10302 4.02x10%%7

» Dado um PLI como:

» identificar aSO?

> impor condi¢bes de paragem num algoritmo de resolu¢do de problemas de PLI?

» Minorantes; Majorantes
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Aplicacoes

v Anélise de investimentos
v’ Selecao de projetos

v’ Localizagdo de equipamentos (fabricas, hangares, carros de apoio) ou de equipas

de emergéncia e de apoio técnico
v' Distribuicao; Rotas; Carregamento
v Desenho de redes (comunicagoes)

v Escalonamento de pessoal, de veiculos e de equipamentos
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Resolugao
Algoritmos Exatos:

branch-and-bound (Land, Doig, 1960) (Little, Murty, Sweeney, Karel, 1963)
planos de corte (Gomory, 1960)

Métodos Nao Exatos:
Técnicas de arredondamento

Heuristicas
béasicas; construtivas; pesquisa local; metaheuristicas;
inspiracao social: pesquisa tabu; ant colonies
inspiracao fisica: simulated annealing
inspiracao bioldgica: genéticos; redes neuronais

Relaxagdes; Métodos de Subgradiente

Software:
Excel/Solver
Visual Basic
CPLEX; LINGO; LINDO
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Resolucgdo
» PLI de Minimizacdo: Z* = Min{cx:x € PN X, X € 7"}
v' Majorantes - Heuristicas
I<7*<Z
v' Minorantes !
» Como avaliar a qualidade de uma SA ?
» Minorantes (limites duais)
» Relaxagao

¥ Ideia: substituir um problema dificil de resolver por um mais simples e cujo valor
6timo nao exceda Z*

v' “Aumentar” a RA; Substituir a FO por outra fungdo que nunca exceda a FQO inicial
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Relaxacoes

Def.: Um problema (PR):  zz = Min{f(x):x € P < R"}
€ uma Relaxagdo de um (PI) de minimizagao:

z

Min{c(x):x € X € R"}

se: P2X A f(x)<c(x),VxeX

Teor.: Se (PR) é relaxacao de (Pl), entdo: zp < z

2y h
( 90

» Como construir relaxagdes “interessantes” ?
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Relaxacoes

» A relaxagao linear de um PLI é o problema de PL que resulta do PLI por omissao
das restricoes de integralidade.

> Dado um PLI de minimizacdo: z = Min{ cx:x € X N Z"}

a Relaxacéo Linear (PLR) é: zg, = Min{cx:x € X}
v Erelaxacdo pois: X N Z™ € X e a FO n3o se alteral
v Logo: zg, < zZ
Teor.:

(i) Se arelaxacdo PLR é impossivel, o problema inicial PLI € impossivel;

(i) Seja x* uma SO de PLR. Se x* € Z" entdo, X" é SO de PLI.
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Relaxacoes

Outras relaxacoes para problemas conhecidos:

> Arvore geradora minima (SST) com restricdes de capacidade: |:|

> Arvore geradora minima com restricoes de grau:

» Roteamento: Nodos; Arcos; Gerais

» TSP orientado:

» TSP nao-orientado (simétrico):

> ARP orientado:

» ARP nao orientado:
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Relaxacoes

Outras relaxacoes para problemas conhecidos:
> Arvore geradora minima (SST) com restricdes de capacidade: SST
> Arvore geradora minima com restricdes de grau: SST
» Roteamento: Nodos; Arcos; Gerais
» TSP orientado: Afetacao
» TSP nao-orientado (simétrico): Arvore-1
> ARP orientado: PT (Problema de Transportes)

» ARP nao orientado: matching
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Exemplo

» Considere-se o (PLI)

Z*=MinZ = x; — 2x,

S.a.
X1 — x =20 (R1)
Xy +2x, <5
Xq <3
Xq,%X, € L
SOLVER
» Resolver o (PLI)
» Resolver a relaxacao linear (PLR)
» Resolver o (PLI) sem uma das restricoes funcionais (R1)
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Exemplo

» Graficamente - PLR

Min z=x; —2Xy
X1 —Xp 20
X1 +2%Xp <5
X1 <3

xl,Xyszzo
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> Graficamente - PLR

Min z=x; —2Xy &
X — X9 >0 —>
X1 +2%Xp <5 7
X1 <3 <
X1, X0 225 > 0 2

RL. AL 5.5 5
Yo = XPmo xR =[S0 E =2
RL (1 2 ) [3 3) ZRL 3

« sAde PLI: x = (0,0)
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> Graficamente - PLI
Min z =x; —2Xp
X1 — X2 >0
X1 +2Xp <5
Xl <3
X1, Xp €L
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» Graficamente - PLI o
Min z =x;—2Xp
X1 — X2 >0
X1 +2Xp <5
X1 <3

X1, Xp €L
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Exemplo
» Graficamente — PLI sem 12 restri¢do

Min z =x; —2Xy

fa

VJ. A
X1 +2Xp <5
Xl§3

X1, Xp € Zg
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¢ Graficamente — PLI sem 12 restrigao
Min z =x; —2Xy

fa

VJ. A
X1 +2Xp <5
Xl§3

X1, Xp € Zg
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Relaxacoes

» Dualidade - obtencado de minorantes!

» O valor de qualquer SA dual é um minorante para o valor 6timo do PLI

(de minimizagao)
Teor.: Dualidade Fraca: W(U) < z(x), Vx e X, VueU

Teor.: Dualidade Forte:

dado um par de problemas duais, se um tem SO, entdo o outro
também tem e os valores éptimos dos dois problemas coincidem wW*
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Relaxacoes

» Dado um PLI de minimizacao: 7 = Min{cx;AxZ b,xeXc Zn}

> Uma relaxagdo de PLI é o problema: 2 = Min {cx: x e X |

» Se juntarmos as restricdes “complicadas” a FO considerando multiplicadores

obtemos, para u=(u,,...,u,) fixo, o problema:

PLI(u): z(u)=Min{cx+u(b—Ax):xe X}

» PLI(u) € uma relaxagao de PLI - Relaxacao Lagrangeana

» u é o vector de multiplicadores de Lagrange - variaveis duais!
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OTIMIZAGAO INTEIRA

Relaxacoes

» PLI(u) é uma relaxacao de PLI, pois:
X o{xeX:Ax>b}

cx+u(b—Ax) < cx
9
uz0 ph_Ax<o0
Teor.: Fraco da Dualidade Lagrangeana: z(u) < z, Vu =0

> Pretendemos obter o maximo valor de z(u), resolvendo o Dual Lagrangeano:

Wy, =max{z(u):u>0}

E se:

Restricbes Relaxadas “>" ou “=* ?
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Relaxacoes

»Dualidade Lagrangeana - se podemos obter apenas minorantes com o

problema dual (de dificil resolugcao!) - com a Dualidade Lagrangeana

podemos reforgar tais limites!

»Arvore geradora minima com restricoes (capacidade ou grau)
> SST

» com restricdes relaxadas penalizadas e juntas a F.O.!
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Exemplo

» Retome-se o PLI

Min z=x; —2x,

0
T —

X1 +2Xp <5
X <3 X X e X

X1, X2 EZa— V

» Definir a fungdo Dual Lagrangeana

PLI(u): z(u)= Mi)g]{xl — 2% +U(0— X + X )}
Xe
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» Funcao Dual Lagrangeana
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» Funcao Dual Lagrangeana A
z(uy-»
2u-4 se 0<ux<l
4 2u-4
u-3 se 1£u§g 0 143 2 u
Z(U): 4 ;
1-2u  se —<u<2 |00 S
3 -1 .
3-3u  se u>2 P
1-2u
Wp = max { z(u)} ||- u=4/3 Bl A
u>0 3-3u
5 o« o« 4
WDL——3 =Zp <z =-1
O Dual Lagrangeano é um problema ndo linear!
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Exemplo

» Fixando u = 4/3, e resolvendo PLI(u)

2(0)= Min{x1—2x2+g(—x1+x2)}

xeX

i:

7(413) Solver...

» Do Solver podemos ver que a restricao relaxada nao é verificada!
» Havera algum valor para u para o qual a SO de PLI(u) seja a SO de PLI?

» E se tivéssemos relaxado a 22 restricdo em vez da 127
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Exemplo
» Graficamente - PLI(u = 4/3)
- . 1 2
Z(473)=Min —3X 3%

xl+2x2§5
xls3

"
X1+ Xy eZO
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Exemplo

» Graficamente — PLI(u)
- . 1 2
Z(4/3)=Min —=x, —=X
(@13)=Min -5, -2,

xl+2x2§5
xls3

"
X1+ Xy eZO

Xx=01;2) e Xx=(3;1)

Z(4/3)=—§=2R|_
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Relaxacoes

Teor.: Forte da Dualidade Lagrangeana: Se i = 0,

i X é S.0.de PLI(TU) e

ii. b—AX<0 (SPA) e

iii, U(b — AX) = 0 (complementaridade)
entdo, X €S.0.De PLL

Prova: ...
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Relaxacoes

Teor.: Forte da Dualidade Lagrangeana: Se (] > 0,

i. X és.0.dePLI(U) e
i. b—AX<0 (sPA) e
iii. (complementaridade) G(b—A;()ZO

entdo, X éS.0.de PLI.

Prova:
*

Wy, = ng({z(u)}z 2(0)=cx+ G(b_A)?)(i:ii) C%ii)i ésidePle

Sendo relaxagdo, Wp| < = WpL = z
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Exercicios

1. Escrever o Dual Lagrangeano considerando os seguintes casos:

a) Problema inicial de Maximizagao em que se relaxam restri¢oes de tipo <
) Problema inicial de Minimizacao em que se relaxam restri¢coes de tipo <
) Problema inicial de Maximizacao em que se relaxam restri¢oes de tipo >
) Problema inicial de Minimizacao em que se relaxam restrigoes de tipo =

o o

2. Definir o dual Lagrangeano do seguintes PLI, dualizando as restricoes assinaladas (*):

a) Max z=16% +10xy +4%4 b) Min z=3x +2x,
8X +2Xp + X3 +4x%4 <10 (¥) 2% +5%, =23 (¥)
X+ Xo <1 5% +2% 23 (¥)
X3+ X4 <1 xj€{0,1} j=12

X1, X2, X3, X4 € B
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3. Resolver os problemas relaxados do exercicio 2 considerando, em cada alinea, os
multiplicadores seguintes:

a) Hhu=2; iu=0,5 iju=6; ivyiu=1

b) Du=(L1); iu=(01); ipu=(11) vu=2).
4. Considerando u = (4,6) defina e resolva a relaxagéo Lagrangeana de
Min 8xqq + 7Xp1 +4Xop + X371 +3Xgp +36Y; +12y, +36Y3
X1+ X +X3126 (%)

X2 + X2 + X32 >6 (*)
Identificar este problema como uma
X1+ X <12y; instancia de um problema estudado,
Xo1 + Xop <125 definindo as variaveis de forma compativel.

X31 + X32 < 12Y3

yie{0,1}; 0<x;<6 i=123 j=12
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